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Sur les alge`bres de Lie quasi-filiformes comple´tables
Luc´ıa Garc´ıa Vergnolle ∗
Abstract
Le but de ce travail est de de´terminer les alge`bres quasi-filiformes comple´tables. Nous prouvons
de plus que, pour tout entier positif m, il existe une alge`bre de Lie comple`te dont la dimension du
deuxie`me groupe de cohomologie est supe´rieure ou e´gale a` m.
Mots clefs : comple`te, comple´table, quasi-filforme, alge`bre de Lie
1 Introduction
La comple´tude d’une alge`bre de Lie, e´tant une proprie´te´ de´duite de la structure des de´rivations, con-
stitue un invariant d’inte´reˆt pour l’e´tude du comportement d’une classe d’isomorphisme par rapport aux
de´formations et contractions. Bien que la notion d’alge`bre de Lie comple`te euˆt e´te´ introduite en 1951
dans le contexte de la the´orie d’alge`bres sous-invariantes de Schenckman [12], Jacobson fut le premier
a` donner une de´finition formelle dans les anne´es 60, en utilisant des outils cohomologiques.
Par la suite, de nombreux auteurs se sont inte´re´sse´s a` l’e´tude des alge`bres de Lie comple`tes. Favre a
e´tudie´ les alge`bres de Lie comple`tes par rapport a` leur nilradical [4], tandis que Carles a analyse´ la suite
croissante des alge`bres de Lie de de´rivations [2]. Plus re´cemment, Zhu et Meng ont e´tudie´ la comple´tude
des alge`bres de Lie re´solubles de rang maximal [9] et non-maximal [10].
De´finition 1 Une alge`bre de Lie g est dite comple`te si
1. le centre de g est nul, Z(g) = {0}
2. toutes ses de´rivations sont inte´rieures, c’est-a`-dire, Der(g) = ad(g).
Soit g une alge`bre de Lie et Hn(g, g) son n-ie`me groupe de cohomologie. Rappelons que H0(g, g) = Z(g).
De plus, l’ensemble des cocycles Z1(g, g) correspond a` l’ensemble des de´rivations de g et l’ensemble des
cobords B1(g, g) correspond a` l’ensemble des de´rivations inte´rieures. On en de´duit que l’alge`bre de Lie
g est comple`te si et seulement si H0(g, g) = H1(g, g) = {0} .
L’e´tude du deuxie`me groupe de cohomologie est lie´e a` celle des de´formations. Si l’alge`bre de Lie g est
donne´e par les crochets [, ], une de´formation formelle de g est de´finie par la se´rie formelle:
φt(X,Y ) = [X,Y ]t = F0(X,Y ) + F1(X,Y )t+ . . . , ∀X,Y ∈ g
avec F0(X,Y ) = [X,Y ], ∀X,Y ∈ g.
En imposant la condition de Jacobi sur [, ]t, on de´duit que F1 ∈ Z
2(g, g). Ainsi, a` chaque de´formation
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on peut faire correspondre un 2-cocycle. Les de´formations infinite´simales sont celles qui ve´rifient la
condition de Jacobi jusqu’au premier ordre et s’identifient aux e´le´ments de Z2(g, g).
Par ailleurs, on dit que deux de´formations φt et φ
′
t de g sont e´quivalentes s’il existe une se´rie formelle
g(t) =
∑∞
p=0Gpt
p avec Gp ∈ GL(n,C) telle que
φt(X,Y ) = (g(t)φ
′
t)(g(t)
−1X, g(t)−1Y ), ∀X,Y ∈ g.
Si deux de´formations sont e´quivalentes alors les 2-cocycles correspondants sont e´gaux modulo B2(g, g),
la re´ciproque e´tant vraie aussi pour les de´formations line´aires [11].
Soit n une alge`bre de Lie nilpotente de dimension finie sur C et Der(n) son alge`bre de de´rivations. Un
tore t sur n est une sous-alge`bre commutative de Der(n) forme´e par des endomorphismes semi-simples.
Il est clair que n se de´compose de la fac¸on suivante
n =
∑
α∈t∗
nα
ou` t∗ repre´sente l’espace dual de t et nα = {X ∈ n | [f,X ] = α(f)X, ∀f ∈ t}. Lorsque t est un tore
maximal par rapport a` l’inclusion, l’ensemble ∆ = {α ∈ t∗ | nα > 0} est un syste`me de poids de n [3].
Si t et t′ sont deux tores maximaux, ils sont conjugue´s par automorphismes, c’est-a`-dire, il existe un
automorphisme θ ∈ Aut(n) tel que θtθ−1 = t′. Le rang d’un tore maximal est donc un invariant de n
que l’on appelle le rang de n. Par ailleurs, le type de n, note´ par ty(n), est la dimension du quotient
H1(g,C) = n/[n, n]. On montre que le rang de n est toujours majore´ par son type [3]. L’alge`bre de Lie
n est de rang maximal si le rang et le type sont e´gaux.
Soit t un tore maximal , on de´finie g = t
−→
⊕n comme:
[f1 + x1, f2 + x2] = f1(x2)− f2(x1) + [x1, x2] ∀f1, f2 ∈ t, ∀x1, x2 ∈ n
L’ alge`bre de Lie g est alors re´soluble et t est une sous-alge`bre de Cartan de g. On dira que le rang de
g est celui de n et que g est de rang maximal si n l’est aussi.
The´ore`me 1 [9] Si g est une alge`bre de Lie re´soluble comple`te, elle se de´compose de la fac¸on h
−→
⊕n, n
e´tant le nilradical et h une sous-alge`bre isomorphe a` un tore maximal de n. De plus, h est une sous-alge`bre
de Cartan de g.
De´finition 2 Une alge`bre de Lie nilpotente n est comple´table lorsque la somme semi-directe h
−→
⊕n, h
e´tant un tore maximal de n, est comple`te.
Les alge`bres nilpotentes les plus e´tudie´es sont les filiformes.
2 Alge`bres de Lie quasi-filiformes comple´tables
Soit g une alge`bre de Lie nilpotente de dimension n et nilindice m. Elle est naturellement filtre´e par la
suite centrale descendante:
g1 = g ⊇ g2 = [g, g] ⊇ g3 = [g2, g] ⊇ ... ⊇ gk+1 = [gk, g] ⊇ ... ⊇ gm+1 = {0}
2
On peut alors associer une alge`bre de Lie gradue´e, note´e par gr(g), et de´finie par:
grg =
m∑
i=1
gi
gi+1
=
m∑
i=1
Wi,
dont le crochet est donne´ par:
[X + gi+1, Y + gj+1] = [X,Y ] + gi+j+1, ∀X ∈ gi, ∀Y ∈ gj .
Si on conside`re la suite {p1, . . . , pm} ou` pi = dim
gi
gi+1
= dimWi, cette suite est la meˆme pour gr(g) que
pour g, et en particulier, p1 = ty(gr(g)) = ty(g).
De´finition 3 Une alge`bre g est gradue´e naturellement quand elle est isomorphe a` gr g.
Les alge`bres filiformes sont celles dont le nilindice est maximal. Il est clair que l’alge`bre gradue´e d’une
alge`bre filiforme est aussi filiforme. La classification des alge`bres de Lie filiformes gradue´es naturellement
est due a` Vergne [8]. Dans [7], on e´tudie une classe plus large d’alge`bres filiformes gradue´es, la
graduation e´tant de´finie par les racines d’un tore externe non nul de dimension quelconque. A partir de
cette classification et en utilisant les re´sultats des articles [9] et [10], on prouve dans [1] le the´ore`me
suivant.
The´ore`me 2 Toute alge`bre de Lie filiforme de rang non nul est comple´table.
On peut alors tenter de ge´ne´raliser ce re´sultat aux alge`bres dont le nilindice m est e´gal a` n− 2 appele´es
quasi-filiformes. Pour cela, faisons re´fe´rence a` la classification des alge`bres quasi-filiformes naturellement
gradue´es.
The´ore`me 3 [6] Soit g une alge`bre de Lie quasi-filiforme gradue´e naturellement de dimension n. Il
existe alors une base {X0, X1, X2, . . . , Xn−1} de g dans laquelle g est une des alge`bres de´crites ci-dessous.
1. Pour {p1 = 3, p2 = 1, p3 = 1, . . . , pn−2 = 1}
(a) Ln−1 ⊕ C (n ≥ 4)
[X0, Xi] = Xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3.
(b) Qn−1 ⊕ C (n ≥ 7, n impair)
[X0, Xi] = Xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Xi, Xn−i−2] = (−1)
i−1Xn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2
.
2. Pour {p1 = 2, p2 = 1, . . . , pr−1 = 1, pr = 2, pr+1 = 1, . . . , pn−2 = 1} ou` r ∈ {2, . . . , n− 2}
(a) Ln,r; n ≥ 5, r impair, 3 ≤ r ≤ 2[
n−1
2
]− 1
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 3
[Xi, Xr−i] = (−1)
i−1Xn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
(b) Qn,r; n ≥ 7, n impair, r impair, 3 ≤ r ≤ n− 4
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Xi, Xr−i] = (−1)
i−1Xn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
[Xi, Xn−2−i] = (−1)
i−1Xn−2, i = 1, . . . ,
n−3
2
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(c) Tn,n−4; n ≥ 7, n impair
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 5
[X0, Xn−3] = Xn−2,
[X0, Xn−1] = Xn−3,
[Xi, Xn−4−i] = (−1)
i−1Xn−1, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Xi, Xn−3−i] = (−1)
i−1 n−3−2i
2
Xn−3, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Xi, Xn−2−i] = (−1)
i(i − 1)n−3−i
2
Xn−2, i = 2, . . . ,
n−3
2
(d) Tn,n−3; n ≥ 6, n pair
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 4
[X0, Xn−1] = Xn−2,
[Xi, Xn−3−i] = (−1)
i−1Xn−1, i = 1, . . . ,
n−4
2
[Xi, Xn−2−i] = (−1)
i−1 n−2−2i
2
Xn−2, i = 1, . . . ,
n−4
2
(e) E19,5
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, [X0, X8] = X6,
[X1, X4] = X8, [X1, X5] = 2X6, [X1, X6] = 3X7,
[X2, X3] = −X8, [X2, X4] = −X6, [X2, X5] = −X7,
[X2, X8] = −3X7.
(f) E29,5
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, [X0, X8] = X6,
[X1, X4] = X8, [X1, X5] = 2X6, [X1, X6] = X7,
[X2, X3] = −X8, [X2, X4] = −X6, [X2, X5] = X7,
[X2, X8] = −X7, [X3, X4] = −2X7.
(g) E39,5
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, [X0, X8] = X6,
[X1, X4] = X8, [X1, X5] = 2X6, [X2, X3] = −X8,
[X2, X4] = −X6, [X2, X5] = 2X7, [X3, X4] = −3X7.
(h) E7,3
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3, 4, [X0, X6] = X4,
[X1, X2] = X6, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = X5,
[X2, X6] = −X5.
En utilisant ce re´sultat, on peut de´terminer les alge`bres quasi-filiformes ayant un tore non nul [5].
The´ore`me 4 Soit g une alge`bre de Lie quasi-filiforme de dimension n admettant une de´rivation diago-
nale f non nulle. Il existe alors une base de g, {Y0, Y1, . . . , Yn−1}, forme´e de vecteurs propres de f dont
les crochets ve´rifient l’un des cas suivants:
1. Si grg ≃ Ln−1 ⊕ C (n ≥ 4) alors ty(g) = 3 et
4
(a) g = Ln−1 ⊕ C
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 3)λ0 + λ1, λn−1),
rang(g) = 3.
(b) g = Akn−1(α1, . . . , αt−1)⊕ C, t = [
n−k
2
], 2 ≤ k ≤ n− 4
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 1,
f ∼ diag(λ0, kλ0, (k + 1)λ0, (k + 2)λ0, . . . , (k + n− 3)λ0, λn−1),
rang(g) = 2.
(c) g = Ln−1
−→
⊕ lC (2 ≤ l ≤ n− 3)
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Yi, Yn−1] = Yi+l, 1 ≤ i ≤ n− l − 2,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 3)λ0 + λ1, lλ0),
rang(g) = 2.
(d) g = Akn−1(α1, . . . , αt−1)
−→
⊕ lC t = [
n−k
2
] 2 ≤ k ≤ n− 4 2 ≤ l ≤ n− 3
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Yi, Yn−1] = Yi+l, 1 ≤ i ≤ n− l − 2,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 1,
f ∼ diag(λ0, kλ0, (k + 1)λ0, (k + 2)λ0, . . . , (k + n− 3)λ0, lλ0),
rang(g) = 1.
2. Si grg ≃ Qn−1 ⊕ C (n ≥ 7, n impair) alors ty(g) = 3 et
(a) g = Qn−1 ⊕ C
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−1] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2
,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 4)λ0 + λ1, (n− 4)λ0 + 2λ1, λn−1),
rang(g) = 3.
(b) g = Bkn−1(α1, . . . , αt−1)⊕ C t = [
n−k−1
2
] 2 ≤ k ≤ n− 5
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2
,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k−1, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 2,
f ∼ diag(λ0, kλ0, (k + 1)λ0, (k + 2)λ0, . . . , (n− 4 + k)λ0, (n− 4 + 2k)λ0, λn−1),
rang(g) = 2.
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(c) g = Qn−1
−→
⊕al C 2 ≤ l ≤ n− 4
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2
,
[Yi, Yn−1] = Yi+l, 1 ≤ i ≤ n− l − 3,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 4)λ0 + λ1, (n− 4)λ0 + 2λ1, lλ0),
rang(g) = 2.
(d) g = Bkn−1(α1, . . . , αt−1)
−→
⊕al C t = [
n−k−1
2
] 2 ≤ k ≤ n− 5, 2 ≤ l ≤ n− 4
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2
,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 2,
[Yi, Yn−1] = Yi+l, 1 ≤ i ≤ n− l − 3,
f ∼ diag(λ0, kλ0, (k + 1)λ0, (k + 2)λ0, . . . , (n− 4 + k)λ0, (n− 4 + 2k)λ0, lλ0),
rang(g) = 1.
(e) g = Qn−1
−→
⊕ blC 2 ≤ l ≤ n− 4
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2
,
[Y0, Yn−1] = Yn−2,
[Yi, Yn−1] = Yi+l, 1 ≤ i ≤ n− l − 3,
f ∼ diag(λ0, βλ0, (k + 1)λ0, (β + 2)λ0, . . . , (n− 4 + β)λ0, (n− 4 + 2β)λ0, (n− 5 + 2β)λ0)
ou` β = l−n+5
2
,
rang(g) = 1.
(f) g = Qn−1
−→
⊕ cC
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2
,
[Y0, Yn−1] = Yn−2,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 4)λ0 + λ1, (n− 4)λ0 + 2λ1, (n− 5)λ0 + 2λ1),
rang(g) = 2.
(g) g = Bkn−1(α1, . . . , αt−1)
−→
⊕ cC t = [n−k−1
2
] 2 ≤ k ≤ n− 5
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2
,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 2,
[Y0, Yn−1] = Yn−2,
f ∼ diag(λ0, kλ0, (k + 1)λ0, (k + 2)λ0, . . . , (n− 4 + k)λ0, (n− 4 + 2k)λ0, (n− 5 + 2k)λ0),
rang(g) = 1.
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3. Si grg ≃ Ln,r (n ≥ 5, r impair, 3 ≤ r ≤ 2[
n−1
2
]− 1) alors ty(g) = 2 et
(a) g = Ln,r
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 3,
[Yi, Yr−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 3)λ0 + λ1, (r − 2)λ0 + 2λ1),
rang(g) = 2.
(b) g = Ckn,r(α1, . . . , αt−1), 2 ≤ k ≤ n− 4, t = [
n−k
2
]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 3
[Yi, Yr−i] =
{
(−1)i−1Yn−1 + ai,r−iYr+k−1
(−1)i−1Yn−1
si k ≤ n− r − 1, i = 1, . . . , r−1
2
si k > n− r − 1, i = 1, . . . , r−1
2
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, i = 1, . . . , t− 1
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j < n− 1, r 6= i+ j ≤ n− k − 1,
[Yi, Yn−1] = Y2k+r+i−2, i = 1, . . . , n− r − 2k
f ∼ diag(λ0, kλ0, (1 + k)λ0, (2 + k)λ0, . . . , (n− 3 + k)λ0, (r − 2 + 2k)λ0),
rang(g) = 1.
(c) g = Dkn,r, 1 ≤ k ≤ [
n−r−2
2
]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 3
[Yi, Yr−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
[Yi, Yn−1] = Y2k+r+i−1, i = 1, . . . , n− r − 2k − 1
f ∼ diag(λ0, (k +
1
2
)λ0, (k +
3
2
)λ0, (k +
5
2
)λ0, . . . , (k +
2n− 5
2
)λ0, (r − 1 + 2k)λ0)
rang(g) = 1.
4. Si grg ≃ Qn,r (n ≥ 7, n impair, r impair, 3 ≤ r ≤ n− 4) alors ty(g) = 2 et
(a) g = Qn,r
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Yi, Yr−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i−1Yn−2, i = 1, . . . ,
n−3
2
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 4)λ0 + λ1, (n− 4)λ0 + 2λ1, (r − 2)λ0 + 2λ1),
rang(g) = 2.
(b) g = Ekn,r(α1, . . . , αt−1), 2 ≤ k ≤ n− 5, t = [
n−k−1
2
]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Yi, Yr−i] =
{
(−1)i−1Yn−1 + ai,r−iYr+k−1
(−1)i−1Yn−1
si k ≤ n− r − 2, i = 1, . . . , r−1
2
si k > n− r − 2, i = 1, . . . , r−1
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i−1Yn−2, i = 1, . . . ,
n−3
2
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, i = 1, . . . , t− 1
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j < n− 1, r 6= i+ j ≤ n− k − 2
[Yi, Yn−1] = Y2k+r+i−2, i = 1, . . . , n− r − 2k − 1
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f ∼ diag(λ0, kλ0, (1 + k)λ0, (2 + k)λ0, . . . , (n− 4 + k)λ0, (n− 4 + 2k)λ0, (r − 2 + 2k)λ0),
rang(g) = 1.
(c) g = Fkn,r, 1 ≤ k ≤ [
n−r−4
2
]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Yi, Yr−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i−1Yn−2, i = 1, . . . ,
n−3
2
[Yi, Yn−1] = Y2k+r+i−1, i = 1, . . . , n− r − 2k − 2
f ∼ diag(λ0, (k+
1
2
)λ0, (k+
3
2
)λ0, (k+
5
2
)λ0, . . . , (k+
2n− 7
2
)λ0, (n+2k−3)λ0, (r+2k−1)λ0),
rang(g) = 1.
5. Si grg ≃ Tn,n−4 (n ≥ 7, n impair) alors ty(g) = 2 et
(a) g = Tn,n−4
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 5
[Y0, Yn−3] = Yn−2,
[Y0, Yn−1] = Yn−3,
[Yi, Yn−4−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Yi, Yn−3−i] = (−1)
i−1 n−3−2i
2
Yn−3, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i(i − 1)n−3−i
2
Yn−2, i = 2, . . . ,
n−3
2
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0+λ1, 2λ0+λ1, . . . , (n−5)λ0+λ1, (n−5)λ0+2λ1, (n−4)λ0+2λ1, (n−6)λ0+2λ1),
rang(g) = 2.
(b) g = Gkn,r(α1, . . . , αt−1), 2 ≤ k ≤ n− 6, t = [
n−k−2
2
]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 5
[Y0, Yn−3] = Yn−2,
[Y0, Yn−1] = Yn−3,
[Y1, Yn−1] = Yn−2 si k = 2
[Yi, Yn−4−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Yi, Yn−3−i] = (−1)
i−1 n−3−2i
2
Yn−3, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i(i− 1)n−2−i
2
Yn−2, i = 1, . . . ,
n−3
2
,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, i = 1, . . . , t− 1
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j < n− 2, i+ j ≤ n− k − 3
f ∼ diag(λ0, kλ0, (1+k)λ0, (2+k)λ0, . . . , (n−5+k)λ0, (n−5+2k)λ0, (n−4+2k)λ0, (n−6+2k)λ0),
rang(g) = 1.
6. Si grg ≃ Tn,n−3 (n ≥ 6, n pair) alors ty(g) = 2 et
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(a) g = Tn,n−3
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Y0, Yn−1] = Yn−2,
[Yi, Yn−3−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
n−4
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i−1 n−2−2i
2
Yn−2, i = 1, . . . ,
n−4
2
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 4)λ0 + λ1, (n− 4)λ0 + 2λ1, (n− 5)λ0 + 2λ1),
rang(g) = 2.
(b) g = Hkn,r(α1, . . . , αt−1), 2 ≤ k ≤ n− 5, t = [
n−k−1
2
]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Y0, Yn−1] = Yn−2,
[Yi, Yn−3−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
n−4
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i−1 n−2−2i
2
Yn−2, i = 1, . . . ,
n−4
2
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, i = 1, . . . , t− 1
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j < n− 2, i+ j ≤ n− k − 2
f ∼ diag(λ0, kλ0, (1 + k)λ0, (2 + k)λ0, . . . , (n− 4 + k)λ0, (n− 4 + 2k)λ0, (n− 5 + 2k)λ0),
rang(g) = 1.
7. Si grg ≃ E19,5 alors g ≃ E
1
9,5 et ty(g) = 2
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , 4, [Y0, Y8] = Y6, [Y1, Y4] = Y8, [Y1, Y5] = 2Y6,
[Y1, Y6] = 3Y7, [Y2, Y3] = −Y8, [Y2, Y4] = −Y6, [Y2, Y8] = −3Y7,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, 3λ0 + λ1, 4λ0 + λ1, 4λ0 + 2λ1, 4λ0 + 3λ1, 3λ0 + 2λ1),
rang(g) = 2.
8. Si grg ≃ E29,5 alors g ≃ E
2
9,5 et ty(g) = 2
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , 6 [Y0, Y8] = Y6,
[Y1, Y4] = Y8, [Y1, Y5] = 2Y6, [Y1, Y6] = Y7,
[Y2, Y3] = −Y8, [Y2, Y4] = −Y6, [Y2, Y5] = Y7,
[Y2, Y8] = −Y7, [Y3, Y4] = −2Y7,
f ∼ diag(λ0, λ0, 2λ0, 3λ0, 4λ0, 5λ0, 6λ0, 7λ0, 5λ0),
rang(g) = 1.
9. Si grg ≃ E39,5 alors g ≃ E
3
9,5 et ty(g) = 2
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , 4, [Y0, Y6] = Y7, [Y0, Y8] = Y6, [Y1, Y4] = Y8,
[Y2, Y3] = −Y8, [Y2, Y4] = −Y6, [Y2, Y5] = 2Y7, [Y3, Y4] = −3Y7,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, 3λ0 + λ1, 4λ0 + λ1, 4λ0 + 2λ1, 5λ0 + 2λ1, 3λ0 + 2λ1).
rang(g) = 2.
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10. Si grg ≃ E7,3 alors g ≃ E7,3 et ty(g) = 2
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , 4 [Y0, Y6] = Y4,
[Y1, Y2] = Y6, [Y1, Y3] = Y4, [Y1, Y4] = Y5,
[Y2, Y6] = −Y5,
f ∼ diag(λ0, λ0, 2λ0, 3λ0, 4λ0, 5λ0, 3λ0),
rang(g) = 1.
Les parame`tres (α1, . . . , αt−1) ve´rifient les relations polynomiales de´coulant des identite´s de Jacobi et les
constantes ai,j ve´rifient le syste`me:
ai,i = 0,
ai,i+1 = αi,
ai,j = ai+1,j + ai,j+1.
Corollaire 1 Soit g une alge`bre de Lie quasi-filiforme de rang non nul. L’alge`bre g est de rang maximal
si et seulement si elle est isomorphe a` une des alge`bres suivantes: g = Ln−1
−→
⊕C, g = Qn−1
−→
⊕C, Ln,r,
Qn,r, Tn,n−4, Tn,n−3, E
1
9,5 ou bien E
3
9,5.
Les deux the´ore`mes ci-dessous nous donnent des conditions suffisantes pour la comple´tude d’une
alge`bre de Lie.
The´ore`me 5 Soit n une alge`bre de Lie nilpotente de rang maximal et h un tore maximal de n. Alors
l’alge`bre g = h
−→
⊕n est comple`te.
The´ore`me 6 Soient g une alge`bre de Lie et h une sous-alge`bre de Cartan qui ve´rifient les conditions
suivantes:
1. h est abe´lienne.
2. g se de´compose de la fac¸on h⊕
∑
α∈∆ gα avec ∆ ⊂ h
∗ − {0}.
3. Il existe un syste`me de ge´ne´rateurs {α1, .., αl} ⊆ ∆ de h
∗ tel que dim gαj = 1 pour 1 ≤ j ≤ l.
4. Soit {α1, .., αr} une base de h
∗. Pour r + 1 ≤ s ≤ l, on a:
αs =
t∑
i=1
kisαji −
r∑
i=1+t
kisαji
ou` kis ∈ N ∪ {0}, (j1, .., jr) est une permutation de (1, .., r),et il existe une formule
[xj1 , .., xj1︸ ︷︷ ︸
k1s
, ..xjt , .., xjt︸ ︷︷ ︸,
kts
..., xkm ]
= [xjt+1, .., xjt+1︸ ︷︷ ︸
kt+1s
, ..xjr , .., xjr︸ ︷︷ ︸, xs, xk1
krs
..., xkm ]
l’ordre de calcul des crochets n’ayant pas d’importance, 0 6= xj ∈ gαj et m 6= 0 si t = r.
10
Alors g est une alge`bre de Lie comple`te.
Ces the´ore`mes sont de´montre´s dans les articles [9] et [10].
The´ore`me 7 Toute alge`bre de Lie quasi-filiforme de rang non nul est comple´table.
De´monstration. Soit n une alge`bre de Lie quasi-filiforme de rang non nul, elle est donc isomorphe a` une
des alge`bres du the´ore`me 4. On conside`re la somme semi-directe g = h
−→
⊕n ou` h est un tore maximal
associe´ a` n.
Quand n est isomorphe a` E29,5 ou bien a` E7,3, par le calcul des deux premiers groupes de cohomologie,
on ve´rifie que g est comple`te et donc n est comple´table.
Si n est isomorphe a` Ln−1 ⊕C, Qn−1 ⊕C, Ln,r, Qn,r, Tn,n−4, Tn,n−3, E
1
9,5 ou bien a` E
3
9,5, n est de rang
maximal et d’apre`s le the´ore`me 5, g est comple`te.
Si n ≃ Akn−1(α1, . . . , αt−1)⊕C, g se de´compose alors en somme directe g = g1⊕g2 ou` g1 = A
k
n−1(α1, . . . , αt−1)
−→
⊕ t
, t e´tant un tore maximal de Akn−1(α1, . . . , αt−1) et g2 l’alge`bre non-abe´lienne de dimension 2. Dans [1],
on de´montre que g1 est comple`te et comme H
0(g2, g2) = H
1(g2, g2) = 0, il en re´sulte que g est comple`te.
De fac¸on analogue, on prouve la comple´tude de g lorsque n est isomorphe a` Bkn−1(α1, . . . , αt−1)⊕ C.
Si n ≃ Dkn,r, ∆ = {α0 = 2λ0, (αj = (2k+ 2j − 1)λ0)1≤j≤n−2, αn−1 = 2(r− 1+ 2k)λ0} est un syste`me de
poids de n. Les deux premie`res conditions du the´ore`me 6 se ve´rifient et d’apre`s le lemme 2.3 de [10]
Der(g) = D0 + ad(g)
ou` D0 = {φ ∈ Der(g)/φ(h) = 0∀h ∈ h}. Pour prouver que g est comple`te, il suffit de voir que
D0 ⊆ ad(g). Soit D ∈ D0, pour tout Xi ∈ gαi(0 ≤ i ≤ n− 1) et h ∈ h, on a:
[h,D(Xi)] = [h,D(Xi)] + [D(h), Xi] = D([h,Xi]) = αi(h)D(Xi).
Comme dimgαi = 1, D(Yi) = diYi pour 0 ≤ i ≤ n− 1. A partir des crochets
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 3
[Y1, Yn−1] = Y2k+r, [Y1, Yr−1] = Yn−1,
on obtient les relations
di = d0 + (i− 1)d1 ∀i ∈ {1, . . . , n− 2}, dn−1 = (2k + r − 1)d0, 2d1 = (2k + 1)d0.
On en de´duit que D est une de´rivation inte´rieure de g. De meˆme, on de´montre que g est comple`te lorsque
n ≃ Fkn,r.
Supposons maintenant que n ≃ Ln−1
−→
⊕ lC, ∆ = {λ0, λ1, (jλ0+λ1)0≤j≤n−3, lλ0} est un syste`me de poids
de n. Les trois premie`res conditions du the´ore`me 6 se ve´rifient clairement, quant a` la quatrie`me, il suffit
de remarquer que:
[
j︷ ︸︸ ︷
Y0, [Y0, . . . [Y0,Y1] . . . ]] = Yj+1 1 ≤ j ≤ n− 3
[
l︷ ︸︸ ︷
Y0, [Y0, . . . [Y0,Yi] . . . ]] = Yi+l = [−Yn−1, Yi] 1 ≤ i ≤ n− l
Ainsi, le the´ore`me 6 nous donne la comple´tude de g.
Pour les cas restants, on de´montre de la meˆme fac¸on que g est comple`te et on en conclut que n est
comple´table.
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3 Sur le deuxie`me groupe de cohomologie des alge`bres de Lie
ayant un nilradical quasi-filiforme
Nous avons vu que pour toute alge`bre de Lie quasi-filiforme n, l’alge`bre g = h
−→
⊕n, h e´tant un tore
maximal associe´ a` n, est comple`te et donc H0(g, g) = H1(g, g) = {0}. Nous nous demandons ce qu’il en
est du deuxie`me groupe de coholomogie.
Comme dans [1], nous conside´rons la famille d’alge`bres n = Akn−1(α1, . . . , αt−1) ⊕ C avec t = [
n−k
2
] et
2 ≤ k ≤ n− 4 de´finie par
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 1
ou`
ai,i = 0, ai,i+1 = αi, ai,j = ai+1,j + ai,j+1. (1)
Si λ1 est non-nul, on peut prendre λ1 = 1 et les parame`tres λ2, . . . , λt−1 distinguent les classes d’isomorphisme
de la famille. Pour chaque l ∈ {2, . . . , t − 1}, l’alge`bre Akn−1(1, 0, . . . , αl, . . . , 0) est une de´formation
line´aire de Akn−1(1, 0, . . . , 0) qui correspond au 2-cocycle suivant:
F l1(Xi, Xj) = γ
l
i,jXi+j+k−1
Les coefficients γli,j sont donne´s par les relations ai,j =
∑t−1
l=1 γ
l
i,jαl qui de´coulent des e´quations (1).
Toutes ces de´formations e´tant non-e´quivalentes, on trouve t − 2 e´le´ments de Z2(g, g) non-e´quivalents
modulo B2(g, g) ou` g = h
−→
⊕ (Akn−1(1, 0, . . . , 0)⊕ C). On en conclut que dimH
2(g, g) ≥ t− 2.
Proposition 1 Pour tout m ∈ N+, il existe une alge`bre de Lie g comple`te dont le nilradical est quasi-
filiforme et telle que dimH2 (g, g) ≥ m.
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